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The Hamming weight hierarchy of a linear [ , ; ] code over GF( ) is the sequence 1 2( , , ) , where 

is the smallest support weight of an -dimens ional subcode of . According to some new necessary conditions, the VI 

class Hamming weight hierarchies of -ary linear codes of dimension 5 can be divided into six subclasses. By using the 

finite projective geometry method, VI-2 subclass and determine were researched almost all weight hierarchies of the VI-2 

subclass of weight hierarchies of -ary linear codes with dimens ion 5.
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： 上 线性码 的汉明重量谱为序列 ，其中， 是 的 维子码的最小支

撑重量。第 类 维 元线性码的汉明重量谱，按照新的必要条件可以分成 个子类。运用有限射

影几何方法研究 类的 维 元线性码的汉明重量谱，确定 类 维 元线性码的几乎所有汉

明重量谱。

：汉明重量；线性码；差序列；射影几何

： ：

通信系统中信息的传递离不开编码，而汉明

重量是编码理论中非常重要的基本概念，与编码

中码的检错以及纠错能力息息相关。编码理论的

创始人之一汉明（ ）提出了汉明重量。

广义汉明重量最初是由用于第 类窃密信道的

线性编码方案所触动而提出的。假设发送者有

信息被编成 码后通过此信道传送给接

收者。入侵者能够从信道码中随意窃取到其中的

数据。传送的信道假设是无噪的，因而正确

译码没有问题。问题的焦点是如何阻止入侵者获

太多的信息，也就是设计出一种编码方案，使入

侵者截取 数据时，对于数据的可疑度 不确

定度 尽可能得大。事实上，当一种线性码用于

上述信道时，广义汉明重量可以完全表现出该码

的特性。线性码的广义汉明重量谱是 首次

正式提出的，广义汉明重量是码的最小距离的推

广。线性码是编码理论中一类非常重要的码，很

多其他形式的码都可以和线性码找到一定的联

系。汉明重量的另一种形式被 称作长度

维数轮廓，在线性码的格子复杂度分析 、译

： ； ：
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码分析 、检错分析 等方面都有非常重要的

应用，文献 也详细讨论了其应用。重量谱的

概念由 提出以后，立即成为编码理论的一个

前沿研究热点。

对于一个码 ， 中的所有码字的非零位置的
全体所构成的集合称为 的支撑集，记为 ，

即 ，支撑集的

大小记为 。

对于一个参数为 的码 （即 上码

长为 的 维码），当 ≤ ≤ 时， 阶广义汉明重
量（或最小支撑重量）定义为

是 的 维子码 ，特别 即为通常意义下码

的最小距离，序列 称为广义汉明重

量，也简称为汉明重量谱。

“如何确定线性码的汉明重量谱”一直是编码

理论研究的核心问题。关于汉明重量谱的研究，第

个研究方向是关于具体的各类线性纠错码的。由于
确定 是编码理论中尚未完全解决的难题，因此

的确定更加困难，目前仅有少数的几类码确定

了重量谱。文献 确定了 码、汉明码及其补

码、扩展汉明码、极大距离可分码等的重量谱；文

献 对广义汉明重量的上下限进行了研究；

文献 中，重量谱的类别被扩展到线性等重

码。第 个方向是关于一般线性码的。对于一般线

性码的重量谱，传统的研究方法有组合方法与计算

机搜索。但是随着线性码维数的增加，重量谱的类

别也呈指数增加，对于高维数线性码重量谱的研究

更加困难，这 种方法均不太适用。目前来看，有

限射影几何方法对于高维数线性码重量谱的研究

较为适用。

年，密码学家 提出了确定一般

线性码的所有可能的汉明重量谱，这也是编码理论中

一个非常有意义的理论问题。 年，陈文德等

提出了有限射影几何方法，并第一次有效地用于确定

维 元线性码的汉明重量谱。他们还把 维 元线

性码及其汉明重量谱分成了 类，用有限射影几何方

法取得了丰富的分类研究成果，参见文献 等。

文献 对 维 元线性码的汉明重量谱进行研究，

确定 维 元线性码的几乎所有的汉明重量谱。文献

中把 维 元线性码及其汉明重量谱分成 类，

并对 类码中的 类进行了研究；文献 对

类进行了研究。文献 确定了 维 元线性码

类的几乎所有的汉明重量谱。文献 确定了 维

元线性码 类的几乎所有的汉明重量谱。在文献

中第 类 维 元线性码的汉明重量谱又被分

成了 个子类，并对其中的 类进行研究，确定

该类的几乎所有的汉明重量谱。本文将对文献

中的 子类进行研究，并确定其几乎所有的汉明

重量谱。

本文主要研究了文献 中 维 元线性码的

第 类的汉明重量谱。利用有限射影几何方法，

通过往 维空间进行投影，把重量谱的确定转化为

维空间中的点、线、面、体的赋值函数的确定问

题，使确定重量谱这一抽象的理论问题变得更为形

象化。

在本文中， 表示 线性码，即 上

的码长为 的 维 元线性码，差序列
称为码 的汉明重量谱。

一个码 对应于一个差序列 ，

所有的线性码 确定了一个序列集，本文的目标是

确定这类序列集中几乎所有的序列。
如果对参数为 的码 添加一个零列，得

到参数为 的码 。码 与

具有相同的汉明重量谱，因此不失一般性，可假
设 。

令

，则序列 称为 码的差序

列（简称 ）。显然， 和汉明重量谱之间可以

相互转化。因此，“确定汉明重量谱”可归结为“确

定差序列”。由文献 可知，对所有的 ，均有
≥ 。

令 为码 的生成矩阵，对 ，用

表示 在矩阵 的列中所出现的次数。如果

（其中， 为 中的列， 且 ），

则可用 代替 且不改变任一子码的支撑重量，因

此可以用射影空间 中的点来描述 中的

列。用 来表示射影空间 ，赋值函数为

。对 ，称 为

的值（或者重量）。对 ，定义 的值为

。文献 中证明了汉明重量谱为
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码的存在性等价于满足下面条件

式（ ）的赋值函数 的存在性

是 中的 维子空间

≤ ≤

用 分别表示 时，赋值函

数取式 右侧最大值的最重点、最重线、最重面、

最重体。确定码的几乎所有可能的汉明重量谱的有

限射影几何方法的核心是：先用几何方法得到差序

列的最紧并且最好的必要条件，再对满足这一必要
条件的几乎所有的 构造出满足式 并且尽量均

匀的赋值函数 。
以符号 表示 ≤ 时某一类差序

列的数目，以符号 表示 ≤ 时这类差序列的

必要条件中所含序列的数目，若 ，则称

此必要条件是几乎充分的。

文献 中把 维 元线性码的第 类的差序

列的必要条件分成 个子类，并对其中的 类进

行了研究，其他 个子类的重量谱均未确定。相比

类来说， 重量谱的确定更为困难，因为当
取得上界时，赋值函数的取值不完全为 的整数

倍，需要考虑将 进行分数化处理。

本文研究这 类中的 个子类。由文献

可得 类差序列的必要条件如下。
对于 维 元线性码， 是

满足 类差序列的必要条件

≤ ≤

≤

≤

≤ ≤

下面将构造出 类的几乎所有可能的汉明

重量谱，即证明上述必要条件是几乎充分的，以下

的引理 ～引理 将给出各种条件下的详细证明与

赋值函数的构造。

设

这里 、 取的上界， 、 取的下界，则满足

条件式 ～式 的序列 是差序列。

把式 ～式 代入后，得

设 表示以不在一个体内的 个点

做顶点的 维多面体，如图 所示。

用符号 表示由点 生成的

维子空间。

图 边界结构

定义下面这些符号为

≤

≤ （自 开始的点）

≤ （自 开始的点）

构造赋值函数 如下
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≤

≤

≤

≤

≤

≤

≤

≤

≤

点、线、面、体之间的关系说明如下。
由上述赋值函数的构造可得， 为最重点，

为最重线， 为最重面，

为最重体。

可以证明过 点的线除 外，其余每一

条线 的值均为 。

体 内过 点的线的值均为

。

体 内赋值最大的线即为过点

的线，最大的面即为过 的面，且体

内过 点的每一个面均为最重面。过 点的面当中

值最大的为过线 的面 ，且

所以， 。

过线 的体 的值为

所以 。因此上述构造的边界结构满足式

并且符合 类的必要条件，即 ，

且 。

为了从上述边界结构得到一般结构，首先用体
集降 到下界附近，而保持其他 仍为边界值（引

理 ）；然后将 上升到上界附近，而保持 仍为

边界值（引理 ）；再将 上升到上界附近，而保持

仍为边界值（引理 ）；最后将 下降到下界附近。

对任意满足条件式 式 的序列

，如果

≤ ≤

其中， ，则 是差序列。

定义以下一些符号（如图 所示）。
记 （ ≤ ）为 内过 点

的线

≤

≤

≤

图 下降结构

构造赋值函数 如下

且

其他

当取遍满足条件的所有的体 时，称

下降一圈或 循环一次。 每循环一次， 的值下

降 。

中每个点的值均下降 ，每个
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点 的值下降 中每个

点 的值下降 中每个点的值下降

。

假设最多循环 次，因为点的值下降但始终非

负，所以 ≥ ，即 ≤ ，而

此时 。

所以可令

≥ ，故

≤ 。

取 ，则 可下降至

所以取 ， 可下降至下界附

近，而每个点的值均大于 ，为后面 及 的上升

做准备。
对任意满足条件式 ～式 的序列
，如果

≤ ≤

其中， ，则 是差

序列。

先定义以下一些符号（如图 所示）。

图 上升结构

≤

≤

构造赋值函数 如下

其他

取遍满足条件的所有的线与点时，称 上升一

圈， 每上升 圈， 的值上升 ；

中每个点 的值上升 ；每个点

的值上升 ；线 上每个点的值

不变； 中的每个点的值均下降 ，

其余 个点的值均下降 。

假设最多循环 次。

由点的非负性，可得

≥

所以， ≤ ；

又由

≥

所以， ≤ 。

由 可得

≤

所以， ≤ 。

又由

≤

所以， ≤ 。
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又由

≤

所以， ≤ 。

又由

≤

所以， ≤ 。

）由面之间的关系可得

≤

所以， ≤ 。

又由

≤

所以， ≤ 。

由 的范围可知， 最小。

由 可 得 ，

，所以， 。

取 。

下面证明 可上升至上界

所以，当 时， 可上升到上界

附近。

对任意满足条件式 ～式 的序列
，如果

≤ ≤

其中， ，则 是差序列。

如图 所示，构造赋值函数 如下

其他

图 上升结构

当取遍满足条件的所有的点 与 时，称

上升 圈， 每上升 圈， 的值上升 ；

每个点 的值上升 ； 中每个点的值

下降 。假设最多循环 次。

由点的非负性，可得

≥

所以， ≤ 。

）由 可得

≤

所以， ≤ 。

又由
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≤

所以， ≤ 。

由面之间的关系，可得

≤

所以， ≤ 。

又由

≤

所以， ≤ 。

由 的范围，易知 最小。所以，

取 ，此时 。

由 可得： ；

由 可 得 ：

。

所以，

取 。

下面证明 可上升至上界

所以，当 时， 可上升到

上界附近。

从上界可以一直往下降，直到 所有点

的值均降为 ，这时 的下界为 。

因 为 ≤ ≤ ， 所 以 ，

≤ ； 又 由

≤ ≤ ，所以， ≤ ≤

，可得 ≥ 。

由上述引理 ～引理 ，可得如下的定理。
对于 维 元线性码， 是

满足 类差序列的充分条件：
≤ ；

≤ ≤ ；

≤ ≤ ；

≤ ≤ ；

≤ ≤ 。

其中 ，

， ， 。

所以，由引理 ～引理 ，该定理的充分性得

证，也就得到了 类的几乎所有的差序列。
以符号 表示 ≤ 时， 类差序列的数

目，以符号 表示 ≤ 时，上述定理必要条件

所含序列的数目，经计算可得 。

本文对 维 元线性码中的第 类进行研究，

运用有限射影几何方法通过对射影空间中的点进行

赋值，得到不同条件下赋值函数的构造，从而得到第

类 维 元线性码的几乎所有的汉明重量谱。
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